Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

LIMITES D’UNE FONCTION

Les fonctions qu’on étudie en analyse sont généralement définies sur des intervalles ou des réunions d’intervalles comme

R* ou [0,1[ U[2,3], voire ]—5, E[ + 7Z. Dans ce chapitre, les lettres D, E... qui nous serviront d’ensembles de définition
désigneront cependant des parties quelconques de R.

@ 1 DEFINITIONS DE LA LIMITE D’UNE FONCTION

1.1 LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Définition (Limite d’'une fonction en un point) Soient f : D —> R une fonction, a € R adhérent 4 D et £ € R. On

dit que f admet £ pour limite en a si :

YV, € %(R),

3 Va € %(RL

VxeDbnV,

f(x) eV,

VVieo

limf =400 aveca €R
a

/

vv+c>o

limf ={favec{ €Reta €R
a

VVieo

3t
a3y,
limf =+o0
a

Théoréeme (Unicité de la limite) Soient f : D — R une fonction et a € R adhérent & D.

(i) Si f posséde une limite en a, cette limite est unique et notée lim f ou lim f (x).
a X—a

Pour tout £ € R, la relation lim f = ¢ est souvent notée : f —s £ ou f(x) — {.
a a xX—a

(ii) Dans le cas particulier ot f EST DEFINIE EN a et y possede une limite :

lim f = £ (a).

Pour I'assertion (ii) :

f est définie en a

et liénf = f(a).

f est définie en a
mais lim f n’existe pas.
a

Nous verrons cela dit
que limf =limf.
a- at
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Démonstration

(i) Par 'absurde, faisons I'hypothése que f posséde deux limites £ et £/ DISTINCTES. Il existe alors un voisinage
V, de { et un voisinage V;, de ¢’ DISJOINTS. Or par hypothese sur f, il existe deux voisinages V, et V! de a
pour lesquels:  Vxe€DnNV,, f(x)eV, et: VxeDnV/ f(x)€V,.

Pourtant, a est adhérent a D et V,NV_ est un voisinage de a, donc DNV, NV # @, et pour tout x € DNV, NV, :
f(x)eV,NnV, =@ — contradiction!

(ii) Faisons I'hypothese que f est définie en a et possede une limite £ en a. Pour tout voisinage V, de ¢, il existe
alors un voisinage V, de a pour lequel f(x) € V, pour tout x € D NV,. En particulier, f étant définie en a,
ceci indique f(a) appartient a TOUT voisinage de .

Il en découle que £ € R car ]f(a), +oo[ et ]—oo,f(a)[ sont des voisinages de +00 et —o0 respectivement
ne contenant pas f (a). Finalement, pour tout e >0: f(a)€ll—e,L+¢[, doncl = f(a). Sivous n’étes

1
pas convaincus, supposez { # f (a) et choisissez € = > |f(a) —€| > 0.

( _ _
Définition (Les 9 limites) Soient f : D — R une fonction, a € R adhérent a D et £{ € R.
e Casoul/cRetacR:
limf =/ = YVe>0, Ja>0, VxeD, x—adl<a = |f(x)—1€|<8.
a

e Casoul!=+0c0 eta=+00 :

Limf=+oo — YVA>0, IB>0, VYxeD, x>B = f(x)>A
o
e Casou{=—0c0 eta=+00 :
Limf:—oo S YVA<0, dB>0, VYxeD, x>B = f(x)<A
o0
e Casou{=+4+0c0 eta=—00:

limf =400 <<= VA>0, IB<0, VYxeD, x<B = f(x)>A
—00

e Casouf{=—0c0eta=—00:
limf =—0c0 < VA<O0, 3dB<0, VxeD, x<B = f(x)<A
—0Q

e Casoul{cReta=+00:

lim f = ¢ — Ve>0, 3B>0, Vxe€D, x>B = |[f(x)—¢|<e.
e Casoul/cReta=—00:

lim f = ¢ — Ve>0, 3B<0, Vxe€D, x<B = |[f(x)—¢|<e.
e Casoul{=+4+ocoetacR\D:

limf =400 <<= YVA>0, Ja>0, VYxe€D, [x—al<a = f(x)>A

a
e Casoul{=—ocoetacR\D:

limf =—0c0 VA<O0, Ja>0, VYxeD, [x—al<a = f(x)<A

a

Jutiliserai généralement des inégalités strictes, mais vous avez le droit de préférer les inégalités larges.

Exemple lim Xx+2 _ +o00
x>l y/x—1 '
, . x+2
Démonstration Montrons que: VA>0, Ja>0, Vxell,+o0[, |[x—1l<a = ; > A
~ —
x+2 3 1
Soit A> 0. Pour tout x € ]1,+o0o[, minorons : = =

= = .-
Vx—1 ) vx—=1, Vx—-1 ~
— — / / \
On minore en SIMPLIFIANT et en vérifiant | /
que ce par quoi on minore TEND TOU- /

JOURS VERS +00 quand x tend vers 1. | ——

On arréte de minorer quand on
se sent capable de trouver a.

N J
Or: ! >A = \/x—1<1 = |x—1|<l. Posonsazl.
x—1 A A? A2
D’aprés ce qui préceéde : Vx €]l,+o0[, |[x—1l<a = - > A.
> —
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2

. X
Exemple  lim =1
x=+00 x2 + 1
2
Démonstration Montrons que: Ve>0, IB>0, Vxe€R, x>B — 271 1| <e.
5 X
1 1
Soit € > 0. Pour tout x € R, majorons : — 1| = S —. <
x2+1 x2+1 A x2

que ce par quoi on majore TEND TOU- ——

JOURS VERS 0 quand x tend vers +00.

On majore en SIMPLIFIANT et en vérifiant /
se sent capable de trouver B.

On arréte de majorer quand on

1 1 1
Orpourtoutx>0: — <& <> x>-—. PosonsB=—.
x

e TR
X

D’apres ce qui précede : Vx€R, x>B= — 1| <e.

x2+1

. 2 —
Exemple xl}gloo(x x) +o00.

Démonstration Montrons que: YA>0, IB>0, Vx€R, x>B = x2—x>A

Soit A>0.Pourtoutx=>2: x—12>1, doncx’—x=x(x—1)=x.<—

On arréte de minorer quand on

ue ce par quoi on minore TEND TOU- ——
d par q se sent capable de trouver B.

On minore en SIMPLIFIANT et en vérifiant /
JOURS VERS +00 quand x tend vers +00.

Posons B = max {Z,A}. D’aprés ce qui précéde : Vx€R, x>B = x’—x>A

( .
Théoreme (Limite finie et caractere localement borné) Soient f : D — R et a € R adhérent a D.

Si f posséde une limite FINIE en a, f est bornée au voisinage de a.

Démonstration Par hypothese, il existe un voisinage V, de a sur lequel | flx)—¢ | < 1.1l en découle que f est
bornée sur D NV, car pour tout x € DNV, : |f(x)| = |f(x)—£ +£| < |f(x)—£| +0] < |2+ 1.

@ 1.2 LIMITE A GAUCHE/A DROITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Définition-théoreme (Limite a gauche/a droite d’une fonction) Soient f : D — R une fonction et a € R.

e Limite a gauche : Si a est adhérent a DN ]—o0,a[, on dit que f posséde une limite a gauche en a si f |pn]-co.al

possede une limite en a. Cette limite est notée lim f, lim f(x) ou encore J1{11}r(11 f(x).
a- x—a-

— — x<a
Pour tout £ € R, dire que £ =lim f € R revient donc a dire que :
p

Ve>0, Ja>0, VxeD, a—a<x<a = |f(x)—1€|<8 sifeR
VA>0, JdJa>0, Vxe€D, a—a<x<a = f(x)>A si{ =400
VA<O0, Ja>0, VxeD, a—a<x<a = f(x)<A si{ =—o0.

e Limite a droite : On définit de méme la notion de limite a droite a partir de la fonction restreinte f |pna+oof S1@
est adhérent a DN Ja, +00[. En termes de quantificateurs, remplacez simplement a—a < x < apara < x < a+a.

\ J

Les limites a gauche/a droite ne sont jamais que des limites au sens initial du chapitre mais appliquées a des restrictions.
Cela justifie leur unicité et la possibilité que nous avons de leur accorder une notation.

1
Exemple lim — =+4o0o0.
x—=0*t X

1
Démonstration  Soit A> 0. Nous cherchons un réel a > 0 pour lequel pour tout x €]0,a[ : — > A.
x

1 1 1
Orpouttoutx >0: —>A — x< a Nous pouvons donc choisir a = a
x
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A .1 \ - - N |
On montre de méme que lim — = —o0. En revanche, d’apres le théoréme qui suit, la limite lim — N’EXISTE PAS!
x—0~ X x—0 X

Théoreme (Caractérisation de la limite a ’aide des limites a gauche/a droite) Soient f : D — R une fonction,
£ €RetaeRadhérent a DN]—o0,a[ eta DN]a,+oo].

(i) Sif estdéfinieena : limf =/ — limf =limf =¢ ET (= f(a).

(ii) Si f N’est PAS définieena : limf =/¢ = limf =limf ={.
a a- at

Pour bien comprendre la condition « et £ = f (a) » de I'assertion (i), jetez un ceil aux deux figures de la fin de la page 1.

Démonstration Montrons seulement (i).
e Silimf = £, nous savons déja que £ = f(a). On obtient ensuite les égalités lim f = lirp f = { par simple
a a- a

restriction du domaine a DN ]—o0,a[ et DN Ja,+oo[ dans la définition de la limite lim f = ¢.
a

e Réciproquement, faisons ’hypothese que ltilrp f= ltizr+n f =L = f(a). En particulier £ € R et nous voulons
montrer que lim f = £. Soit ¢ > 0. Il existe des réels a~ > 0 et a* > 0 pour lesquels pour tout x € D :
a—a- <x<d = |f(x)—€ <eg et: a<x<atat = |f(x)—€| <e¢&. Posonsa =min{a_,a+}.
Comme f(a) =, il est aussitOt clair que pourtoutx €D : |x—al<a = |f(x)—€| <e.

X

e six=0

Exemple Sion note f la fonction x — { de R dans R, alors 1irr(1) flx)=1.
x—

1—x six<O

Démonstration Trois raisons : lirg 1—x)=1, 1ir51 e“=1 et f(0)=1.
x—0~ x—0*

@ 2 MANIPULATION DES LIMITES

e 2.1 OPERATIONS SUR LES LIMITES

11 se passe avec les fonctions la méme chose qu’avec les suites pour les opérations de somme, produit, multiplication par
un scalaire et inverse — en particulier, mémes formes indéterminées. Refaites un tour du coté des suites!

‘ - -
Théoreme (Composition de limites) Soient f : D — E et g : E — R deux fonctions, a € R adhérent a D, b € R

adhérent AE etc €R. Silimf = b et liing =c,alorslimgo f =c.
a a

Démonstration Soit V. un voisinage de c.

Comme 1i£n g =, il existe un voisinage V;, de b pour lequel g(x) € V. pour tout x € E NV, et comme 1i£n f =,
il existe un voisinage V, de a pour lequel f(x) € V, pour tout x € DNV,.

Par composition: VxeDnNV,, gof(x)eV, doncen effet li(llng of =c.

@ ... 1l existe un voisinage Vj, de b
que g envoie dans V...

... et donc aussi un voisinage V, de a @
que f envoie dans Vj.

gof

@ Finalement, g o f envoie V, dans V, d'un coup d’un seul.
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—2x
e +1
Exemple lim In— =0
X—+00 (e—x + 1)2
2
, . . . e x y +1
Démonstration Simple composition des trois limites : hm e =0, lim———=1 et hm Inz =0.
x—+oo y=0(y +1)? 21
x x
¢ Attention!  Si lim 1 f (x) = £ € R, on ne peut pas affirmer SANS PREUVE que lim ——— lim —— et

=400 x + f(x) | x—+eo x;—@

lim f(x)*= 11m E’“ La premiére égalité est vraie, mais comment le justifier sans calculer explicitement lim ———
X—+00 X—+00 X+f(X)

Quant a la deux1eme, elle est fausse si £ = 1 — forme indéterminée 17°°. En résumé :

Quand on passe a la limite, on NE peut JAMAIS le faire « par morceaux »
en remplacant tel morceau par sa limite et en laissant le reste intact.

@ 2.2 PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE ET OPERATION INVERSE

Théoréeme (Limites et inégalités strictes) Soient a € R adhérent a D, f : D —> R une fonction possédant une limite
Lenaetm,M€ER.

(i) Sif < M, alors f(x) < M au voisinage de a. (ii) Si£ > m, alors f(x) > m au voisinage de a.

\ J

Démonstration Prouvons (ii). Si £ = +00, il existe un voisinage V, de a sur lequel f(x) € Jm,+oco[. Sif € R,
sachant que £ —m > 0, il existe un voisinage V, de a sur lequel f(x) € ¢ —({ —m), £ + (£ —m)[ C ]Jm, +oo[. Dans
les deux cas f(x) > m au voisinage de a.

Théoréeme (Limites et inégalités larges) Soient a € R adhérent A D et f : D —> R et g : D —> R deux fonctions
possédant une limite finie en a. Si f(x) < g(x) au voisinage de a, alors lim f <lim g.
a a

Ce résultat est utilisé le plus souvent lorsque 'une des deux fonctions est constante.

ST 1 1
¥ Attention!  Cest faux avec des inégalités STRICTES ! Pour tout x >0: — >0 mais 11mOo —=0.
X X—+00 X

Démonstration Par I'absurde, si hm(g— f) <0, le théoreme précédent montre que g(x)—f (x) < 0 au voisinage
de a — contradiction.

@ 2.3 CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA LIMITE D’UNE FONCTION

Le théoréme qui suit contient en particulier le théoréeme « Composition a gauche par une fonction » de notre précédent
chapitre « Limite d’une suite ». Nous I'utilisions jusqu’ici sans 'avoir démontré.

Théoréeme (Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction) Soient f : D — R une fonction, a € R
adhérent a D et £ € R. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i limf =¢.

(i)  Pour toute suite (u, ),y de limite a a valeurs dans D, la suite ( f (un))neN a pour limite £.

Démonstration

(i) = (i1) On suppose que lim f = £. Soit (u,),ey Une suite de limite a a valeurs dans D. Pour montrer que
nlgrnoo flu)=¢, donnons-c;lous un voisinage V, de . Comme 1icrln f =, il existe un voisinage V, de a sur
lequel f(x) € V. Or nEEloo u, = a, donc u, € V, a partir d’'un certain rang N. Finalement u,, € D NV, pour
tout n = N, donc f (u,) € V,. Conclusion : nEEloof(un) =/.
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(ii) = (i) Aulieu de travailler avec des voisinages, travaillons pour changer dans le cas particulier otia,{ € R.
Par contraposition, supposons que f n’admet pas £ pour limite. Il existe alors un réel ¢, > 0 pour lequel :

Ya>0, dxe€D, |x —al < a et |f(x)—13|>80 *.

. 1 oy
Pour tout n € N*, utilisons % avec la valeur a = —. Cela nous donne un élément u,, € D pour lequel
1 (14 noo . .
lu, —al < —et | flu)—1¢ | = g,. Ce procédé de construction nous fournit comme voulu une suite (u,),cn:
n

de limite a a valeurs dans D pour laquelle ( f (un))nEN n’admet pas £ pour limite.

Exemple lim Inx=+00 et lim n!=+4+00, donc lim In(n!)=+oo.
x—+00 n—+o0o n—+o0o

Exemple La fonction sinus n’a pas de limite en +oo0.

, . . . T .
Démonstration lim nmt= lim (Znﬁ + —) =400, mais:
n—-+00 n—+00 2
. . T . N
sin(nt) =0 ——— 0 et sin (ZHTE + —) =1 — 1, et bien stir 1 # 0.
n—+00 2 n—+00

@ 3 THEOREMES D’EXISTENCE DE LIMITE

@ 3.1 THEOREMES D’ENCADREMENT/MINORATION/MAJORATION

Théoréeme Soient f : D — R, m:D — R et M : D — R trois fonctions, a € R adhérent 4 D et { € R.
(i) Théoreme d’encadrement :
Silimm =1limM ={ et si m(x) < f(x) < M(x) au voisinage de a, lim f EXISTE et vaut £.
a a a
(ii) Théoréme de minoration :

Silimm =400 et si f(x) = m(x) au voisinage de a, lim f EXISTE et vaut +00.
a a

(iii) Théoréme de majoration :

SilimM = —o0 etsi f(x) < M(x) au voisinage de a, lim f EXISTE et vaut —o0.
a a

Démonstration Pour l'assertion (i), soit € > 0. Il existe un voisinage V, de a sur lequel m(x) < f(x) < M(x),
un voisinage V. sur lequel m(x) > £ — ¢ et un voisinage V.” sur lequel M(x) < £ + ¢. En notant Va0 le voisinage
V,nV/nV’: f—eg<m(x)<f(x)<SM(x)<l+e pourtoutx € DNV, donc |f(x)—13| <e.

Le théoréme d’encadrement est souvent utilisé sous la forme suivante.

Théoreme (Produit d’'une fonction bornée par une fonction de limite nulle) Soient f : D — Rete:D — R
‘ deux fonctions et a € R adhérent a D. Si f est bornée au voisinage de a avec lim & = 0, alors lim &(x) f (x) = 0.
a xX—a

\

® 3.2 THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE

/ N
|

Théoreme (Théoréeme de la limite monotone) Toute fonction monotone posséde une limite a gauche et une limite
‘ a droite en tout point en lequel cela a un sens.

\

J

Afin de bien le comprendre, précisons cet énoncé dans un cas particulier d’'une fonction f : [a, b[ — R croissante avec
a€Retbela,+00]. Le théoreme de la limite monotone affirme que :

— la limite lim f EXISTE et elle est forcément FINIE car f(a) < lim f par passage a la limite,
a a
— pour tout ¢ € Ja, b, les limites lim f et lim EXISTENT et elles sont forcément FINIES car lim f < f(c) <limf,
c C c C

— la limite liin f EXISTE et elle est soit finie, soit égale a +00.
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Démonstration Nous nous contenterons de démontrer I'existence de lim f
a

dans le cadre proposé ci-dessus.
Posons F = f(Ja, b[). Par croissance de f, F est une partie non vide de R flxo) T = —
minorée par f(a), donc posséde une borne inférieure (FINIE) £ d’aprées la - A T e == ====+
propriété de la borne inférieure. En outre f(a) < /. ..J T— —
Montrons que lim f = {. Soit € > 0. Le réel £ + ¢ ne minore pas F car { en }

a 1
est le plus grand minorant, donc f (x,) < £ + ¢ pour un certain x, € ]a, b[. £ * £
Posons a = x, —a > 0. Pour tout x € Ja,a + af : a Yo b

-

L—e<l<f(x)Sf(xg)=yo<l+e, a
car d’une part f est croissante, et d’autre part £ = infF.

Conclusion: Ve>0, Ja>0, Vxela,a+a, |f(x) —Z| <e¢g, autrement dit lim f =£.
a+

@ 4 EXTENSION AUX FONCTIONS COMPLEXES

Définition (Fonction bornée) Soit f : D — C une fonction. On dit que f est bornée s’il existe un réel K = 0 pour
‘ lequel pour tout x € D : |f(x)| <K.

Définition-théoréme (Limite d’une fonction complexe en un point) Soit f : D — C une fonction, a € R adhérent
aDetfeC.Ondit que f admet £ pour limite en a si :

YW, e %(C), IV, €Y, (R), VxeDnV, f(x)eV,.

i.e. silim |f(x) —Z| =0, ou encore :
xX—a

Ve>0, Ja>0, VxeD, x—al<a = |f(x)—£|<£ siaeR
Ve>0, IB>0, VYxeD, x>B = |f(x)—£|<8 sia=+o00
Ve>0, IB<0, VxeD, x<B = |f(x)—£|<8 sia=—o00.

Le théoreme d’unicité de la limite est encore valable — ce qui autorise les notations lim f et lim f(x).
a X—a

Théoreme (Caractérisation de la limite par les parties réelle et imaginaire) Soient f : D — C, a € R adhérent
a D et £ € C. Les assertions suivantes sont équivalentes :

A limf ={. (i) limRe(f)=Re({) et limIm(f)=Im(¢).
Démonstration
(i) = (ii) Pour toutz € C : |Re(z)| <z| et |Im(z)| <|z|, donc...

(i) = (i) Pourtoutz € C: |z| = 4/Re(z)?+Im(z)?, donc...

Une fonction qui posséde une limite en un point est bornée au voisinage de ce point — attention, pas de £00 dans C!

Les notions de limite a gauche et a droite, ainsi que la caractérisation de la limite en termes de limite a gauche et a
droite, sont maintenues pour les fonctions complexes. La caractérisation séquentielle de la limite est également maintenue,
de méme que les résultats sur les opérations d’addition, produit, multiplication par un scalaire et inverse, a ceci pres que les
symboles 00 sont bannis.

Les grands théoremes d’existence de limite — théorémes d’encadrement/minoration/majoration et théoréme de la limite
monotone — n’ont pas de sens dans le cas complexe car ils utilisent de facon essentielle la relation d’ordre < sur R.



